Capitulo I

Estratégias para resolver problemas

Aprender Fisica envolve (tentar) resolver uma grande quantidade de problemas. Quer
voce esteja fazendo pesquisa de fronteira ou lendo um livro sobre um assunto bem co-
nhecido, vocé precisard resolver alguns problemas. No dltimo caso, € seguro dizer que o
verdadeiro teste para descobrir se entendemos uma coisa € a habilidade de resolver pro-
blemas sobre o assunto. Ler sobre algum tema quase sempre € um passo necessirio no
processo de aprendizagem, mas nao € suficiente. O passo mais importante € levar o maior
tempo possivel resolvendo problemas (o que € inevitavemente uma tarefa de engajamento
ativo) além do tempo que voceé leva lendo (que é geralmente uma tarefa mais passiva).

O assunto deste capitulo € apresentar estratégias gerais para resolver problemas. Sao
coisas que vocé deve ter sempre em mente quando ataca um problema. Claro, elas ndo
sao suficientes por si s6, em geral; voc€ ndo vai longe se ndo entender os conceitos fisicos
subjacentes ao assunto em questdo. Mas quando vocé adiciona estas estratégias ao seu

entendimento fisico, elas podem tornar sua vida muito mais facil.

I.1 Estratégias Gerais

H4 algumas estratégias gerais que vocé€ deve usar sem hesitacdo ao resolver um pro-

blema. Sio elas:

1. Desenhar um diagrama, se apropriado.

No diagrama, tenha certeza de indicar claramente todas as grandezas relevantes



(forcas, tamanhos, massas, etc.). Diagramas sdo absolutamente criticos em certos
tipos de problemas. Por exemplo, em problemas envolvendo diagramas de “corpo
livre” ou cinematica relativistica, desenhar um diagrama pode transformar um pro-
blema bem complicado em um quase trivial. E mesmo em casos em que diagramas
ndo sdo tao cruciais, eles sao de grande ajuda. Uma imagem definitivamente vale

mais que mil palavras (e até algumas mais, se voc€ indicar as grandezas!).

. Escreva o que vocé sabe, e 0 que vocé esta tentando achar.

Em um problema simples, voc€ pode fazer isso em sua cabeca sem perceber. Mas
em problemas mais dificeis, ¢ muito util escrever explicitamente. Por exemplo,
se ha trés grandezas desconhecidas que vocé estd tentando determinar, mas vocé
escreveu apenas dois fatos, isto indica que deve haver outro fato que vocé esta
deixando de lado (supondo que o problema € de fato soldvel), e vocé deve entdo

procura-lo. Pode ser uma lei de conservacdo, ou uma equagdo F' = ma, etc.

. Resolva simbolicamente.

Se vocé esta tentando resolver um problema onde as grandezas dadas sdo especi-
ficadas numericamente, vocé deve imediatamente trocar os nimeros por letras e
resolver o problema em termos de letras. Depois de obter uma resposta em termos
das letras, vocé pode colocar os valores numéricos para obter uma resposta numé-

rica. H4 muitas vantagens em usar letras:

e E MAIS RAPIDO. E muito mais facil multiplicar um g por um [ escrevendo-os
no papel préximos um do outro, do que multiplicd-los em uma calculadora.
E com esta ultima estratégia, vocé€ ainda teria que pegar a calculadora mais

algumas vezes durante a resolucdo do problema.

e E MAIS DIFICIL DE SE COMETER UM ERRO. E muito ficil trocar um 8 por
um 9 em uma calculadora, mas vocé provavelmente ndo vai trocar um g por
um g em um pedaco de papel. Mas se fizer, vai rapidamente notar que deveria

ser um g. Certamente vocé ndo vai desistir do problema e declara-lo insolivel



porque ndo foi dado o valor de ¢!

e VOCE PODE RESOLVER O PROBLEMA DE UMA VEZ POR TODAS. Se alguém
vem e diz, “oops, o valor de [ € na verdade 2.4m ao invés de 2.3m”, vocé
ndo precisard resolver o problema todo novamente. Vocé pode simplesmente

colocar o novo valor de [ na sua resposta simbdlica final.

e VOCE PODE VER A DEPENDENCIA GERAL DE SUA RESPOSTA COM AS VA-
RIAS GRANDEZAS DADAS. Por exemplo, vocé pode ver que ela cresce com
grandezas a e b, decresce com c, e ndo depende de d. H4 muito, muito mais in-
formacao contida em uma resposta simbdlica do que em uma numérica. Além

disso, respostas simbolicas sdo quase sempre simples e elegantes.

e VOCE PODE VERIFICAR UNIDADES E CASOS ESPECIAIS. Essas Veriﬁcagf)es
vao juntas com a vantagem anterior da “dependéncia geral”. Mas elas sdo tdo

importantes, que vamos discuti-las em secdes futuras.

Tendo dito tudo isso, deve ser notado que ha casos ocasionais em que as coisas
se tornam complicadas quando trabalhamos com letras. Por exemplo, resolver um
problema de trés equagdes e trés incognitas pode ser incomodo, a nao ser que voce
coloque os valores numéricos. Mas na grande maioria dos problemas, é altamente

vantajoso trabalhar apenas com letras.

. Considere unidades/dimensoes.

Isso € extremamente importante. Falaremos sobre isso na secao [.2.

. Verifique limites/casos especiais.

Isso também € extremamente importante. Falaremos sobre isso na secao 1.4.

. Verifique ordem de grandeza se vocé terminar com um valor numérico.

Se vocé terminar com uma resposta numérica para o problema, ndo esqueca de



fazer o teste de sanidade para ver se o nimero é razodvel. Se vocé calculou a
distancia que um carro percorre antes de parar, e se voc€ obteve uma resposta de
kilometros ou milimetros, entdo vocé sabe que provavelmente fez alguma coisa
errada. Erros desse tipo normalmente vém do esquecimento de poténcias de 10
(talvez na conversao de kildbmetros para metros) ou de multiplicar alguma coisa, ao

invés de dividir (apesar de vocé poder verificar isso através das unidades também).

Vocé inevitavemente encontrard problemas, fisicos ou nao, onde voc€ ndo obterd uma
resposta rigorosa, seja porque as contas sao muito complicadas ou porque vocé ndo as
queira fazer. Mas nesses casos ainda é possivel dar um palpite aceitdvel, em termos da po-
téncia de 10 mais proxima. Por exemplo, se vocé passa por um prédio e imagina quantos
tijolos ele possui, ou qual o custo da mao-de-obra para construi-lo, vocé provavelmente
poderd dar uma resposta razodvel sem fazer grandes cdlculos computacionais. O fisico
Enrico Fermi era conhecido por sua habilidade em estimar grandezas rapidamente e obter
palpites de ordem de grandeza com poucas contas. Por isso, um problema no qual o ob-
jetivo € apenas obter uma estimativa da poténcia de 10 mais préxima € conhecido como
um “problema de Fermi”. Claro que, algumas vezes na vida, voc€ precisa saber as coisas

com precisdo melhor do que a poténcia de 10 mais préxima.

I.2 Unidades, analise dimensional

As unidades (ou dimensdes) de uma grandeza fisica sdo as poténcias de massa, com-
primento e tempo associadas a ela. Por exemplo, a unidade de velocidade € comprimento
dividido por tempo - comprimento elevado a primeira poténcia vezes tempo elevado a —1.
A andlise das unidades oferece dois beneficios. Em primeiro lugar, se vocé prestar aten-
cao as unidades, é, em geral, possivel dizer como deve ser o jeitdo do resultado, exceto
por eventuais fatores numéricos (e portanto adimensionais) multiplicativos. Em segundo,
checar as unidades no final do cdlculo (que é algo que vocé deve fazer sempre) pode lhe
dizer se sua resposta tem chance de estar correta. Isso ndo vai lhe assegurar que sua res-
posta esteja correta, mas pode assegurar que sua resposta esteja incorreta. Por exemplo,

se 0 objetivo do problema € encontrar um comprimento, € voc€ termina com uma massa,



entdo voce sabe que deve rever suas contas.

Na prética, o segundo dos beneficios € o que vocé mais deve buscar. Mas vamos fazer
alguns exemplos relacionados também ao primeiro, porque esses podem ser um pouco
mais estimulantes. Para resolver os trés exemplos abaixo exatamente seria necessario
utilizar resultados que obteremos mais a frente. Mas vamos apenas ver até onde conse-
guimos chegar utilizando apenas a andlise dimensional. Vamos utilizar a nota¢do “[ |” para
unidades e considerar que M é dimensdo de massa, L de comprimento (do inglés length),
e T' de tempo. Por exemplo, vamos escrever uma velocidade como [v] = L/T e a cons-
tante gravitacional como [G] = L3/(MT?) (vocé pode ver isso notando que Gmyms/r?
tem dimensdo de forga, que por outro lado tem dimensdo ML/T?, de F' = ma). Al-
ternativamente, voc€ pode usar as unidades do S.I. kg, m, e s ao invés de M, L e T,
respectivamente. (Ao checar unidades no final dos célculos, vocé invariavelmente ird tra-

balhar mais com a nota¢do do S.I.)

Exemplo 1 - Péndulo

Uma massa m € pendurada em uma corda de massa

desprezivel e comprimento [ e balanca no plano do pa-
pel (veja Fig. I.1). A aceleracdo da gravidade local € g.
O que podemos dizer sobre a frequéncia das oscilagdes?
Solucdo: As unicas grandezas com dimensdo dadas no

problema sdo [m] = M, [l] = L, e [g] = L/T? Mas ha

outra grandeza: o Angulo maximo 6, que é adimensio-
Figura L.1: Péndulo simples. nal (e facil de esquecer). Nosso objetivo € encontrar a
frequéncia, que possui unidades de 1/7". A unica com-
binacdo de nossas grandezas com dimensdo que possui unidades de 1/7" é \/g_/l . Mas ndo

podemos desprezar a dependéncia em 6. Entdo a forma mais geral possivel da frequéncia
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w = f(0o) %’ (L1)

onde f €é uma funcdo adimensional da varidvel adimensional 6.

OBSERVACOES:

1. Acontece que para pequenas oscilagdes, a funcdo f(fy) é essencialmente igual a
1, de forma que a frequéncia é essencialmente igual a \/g_/l Mas ndo ha como
mostrar isso apenas utilizando anélise dimensional; vocé deve resolver o problema.
Para valores maiores de 6, os termos de ordem superior na expansio de f se tornam
importantes. E possivel mostrar que a funcio f até segunda ordem em 6, é da forma

f(O0) =1 —02/16+---.

2. Como s6 hd uma massa no problema, a frequéncia (com unidades de 1/7") ndo pode
depender de [m| = M. Se dependesse, ndo haveria nenhuma outra grandeza para

cancelar a unidade de massa e produzir a unidade de inverso de tempo.

3. Dissemos que a unica combinacdo das grandezas dadas que possui unidades de
1/Té \/g_/l Isso € fécil de ver neste caso, mas em outros mais complicados onde
a combinacdo ndo € tdo 6bvia, o método a seguir sempre funciona: escreva um
produto geral das grandezas dadas elevadas a poténcias arbitrarias (m®(®g¢ neste
problema), e entdo escreva as unidades desse produto em termos de a, b e c. Se

queremos obter unidades de 1/7, entdo precisamos que

L\° 1
ML =) == 1.2
() -7 12
Combinando as poténcias dos trés tipos de unidades em cada lado da equagd@o nos
da
M:a=0, L:b+c=0, T: —-2c=-—1. (1.3)
A solug@o para este sistema de equagdes é a = 0, b = —1/2, e ¢ = 1/2, e reprodu-

zimos o resultado /g/1.

'Vamos calcular a frequéncia em radianos por segundo, denotada por w. Entdo, na verdade estamos

falando de “frequéncia angular”. Basta dividir por 27 (que ndo afeta as unidades) para obter a frequéncia

“normal”, em ciclos por segundo (hertz), usualmente denotada por v.



O que podemos dizer sobre a energia total do péndulo (com a energia potencial sendo
medida relativa ao ponto mais baixo)? Vamos estudar energia mais a frente no curso,
mas a tnica coisa que precisamos saber aqui é que energia tem unidades de M L?/T?.
A unica combinagdo das grandezas com dimensdo no problema que tem esta forma é
mgl. Mas novamente ndo podemos desprezar a dependéncia em 6, e a energia deve ter
a forma f(6y)mgl, onde f é alguma funcgdo. Isto é o maximo que podemos dizer com a
andlise dimensional. Entretanto, se pensarmos um pouco fisicamente, podemos dizer que
a energia total do sistema € igual a energia potencial no ponto mais alto (ja que € o ponto
onde a massa estd parada, e consequentemente a energia cinética é nula). Essa energia
deve ser igual a mgl(1 — cosfy). Usando a expansdo de Taylor para cos 6, vemos que
f(6o) = 62/2 — 05/24 + - - -. Portanto, diferentemente do resultado encontrado para a

frequéncia, o Angulo maximo 6, desempenha um papel essencial na energia.

Exemplo 2 - Sistema massa-mola

Uma mola de constante k£ e massa desprezivel

estd presa a parede e possui uma massa 1 presa em

sua outra ponta (veja Fig. 1.2). A forca que a mola QQQQQQQl m

fazem m é F'(x) = —kx, onde x é o deslocamento
i . o Figura 1.2: Sistema massa-mola.

a partir da posicdo de equilibrio. O que podemos

dizer sobre a frequéncia das oscilagdes?

Solucdio: As tinicas grandezas com dimensdo neste problema sdo [m] = M, [k] = M/T*?
(que pode ser obtido notando que kx tem dimensdes de forca), e o deslocamento maximo
em relag@o a posi¢do de equilibrio, [xo] = L. (H4 também o tamanho da mola no equili-
brio, mas como a for¢a ndo depende dele, entdo a resposta também nao pode depender.)

Nosso objetivo é encontrar a frequéncia de oscilagdes, que tem unidades de 1/7". A tnica

combinacdo das grandezas dadas que possue essas unidades é

w= C’\/E, (1.4)
m



onde C' € um nimero adimensional. Acontece que C' € igual a 1 (assumindo que estamos
medindo w em radianos por segundo), mas nao ha como descobrir isso apenas usando
a andlise dimensional. Note que, diferentemente do caso do péndulo, a frequéncia ndao
possui nenhuma dependéncia com o deslocamento maximo.

O que podemos dizer sobre a energia total da mola? Energia tem unidades de M L? /T2,
e a Ginica combinagdo das grandezas que possui essa forma é BkzZ, onde B € um nimero
adimensional. Resolvendo o problema, podemos mostrar que B = 1/2, e a energia total
é igual a kx3 /2.
OBSERVACAO: Uma mola real ndo tem um potencial parabolico perfeito (isto €, uma
forca perfeitamente linear), e na verdade a forca se parece mais com F(z) = —kx +
bx? + - --. Se truncarmos essa série no segundo termo, entdo teremos mais uma grandeza
com dimensdes para considerar, [b] = M/LT?. Para formar uma grandeza com dimen-
soes de frequéncia, 1/T, precisamos que x e b aparecam na combinago xob, porque é a
unica forma de acabar com a dependéncia em L. Vocé pode ver (utilizando a estratégia de
escrever um produto geral das vérias varidveis, discutida na terceira observacdo do exem-
plo do péndulo) que a frequéncia deve ter a forma f(zob/k)+/k/m, onde f é uma funcgdo
desconhecida que nio pode ser determinada pela andlise dimensional. Desta forma, pode-
mos ter uma dependéncia em x( neste caso. Essa resposta deve se reduzir ao caso anterior,

C\/k/m, para b = 0. Logo, f deve ser da forma f(y) = C + c;y + coy® + - - -.

Exemplo 3 - Satélite em orbita baixa

Um satélite de massa m viaja em uma Orbita circular préximo a superficie da Terra.
O que podemos dizer sobre sua velocidade?
Solugdo: As tnicas grandeza com dimensdo no problema sdo [m| = M, [g] = L/T?, e

o raio da Terra [R] = L.* Nosso objetivo € encontrar a velocidade do satélite, que tem

2Vocé pode argumentar que a massa da Terra, M, e a constante universal da gravitacio, G, deveriam
ser incluidas aqui, porque a lei da gravitagdo universal para uma particula na superficie da Terra é F' =
GMpm/R?. Mas como essa for¢a pode ser escrita como m(GMr/R?) = mg, podemos absorver os

efeitos de M7 e G em g.



unidades de L/T'. A tdnica combinacdo das grandezas dimensionais com esta dimensao é

v=C\/gR. (L5)

Resolvendo o problema, mostra-se que C' = 1.

1.3 Série de Taylor

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar alguns fatos importantes sobre este assunto.
A série de Taylor € uma representacdo de uma funcdo como uma soma de infinitos termos
que envolvem as derivadas da prépria funcdo em um determinado ponto. A série de
Taylor de uma fungao real ou complexa f(x) que € infinitamente diferencidvel em uma

vizinhanca de um nimero real ou imagindrio a € a série de poténcias:

B df (x —a) d*f (r—a)®> d&f (r —a)?
fl@) = flo+3; U] T | R
—d"f|  (z—a)"
; & ol (L6)

No caso particular em que a = 0, a série também € chamada de série de Maclaurin.
Algumas expansdes em série de Maclaurin muito importantes que vocé deve saber

(todas sdo validas também para valores complexos de z):

e Exponencial:
2?2 28
e Logaritmo natural:
2 3
ln(l—x):—x—%—%—~-~, lz| <1,z # 1. (1.8)
e Seno:
2 2
senx:x—§+a—-~~, V. (1.9)
e Cosseno:
22 2t
cosr=1——+——---, Vuz. (1.10)
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I.4 Aproximacoes, casos limites

Como com as unidades, a consideragcdo de casos limites (ou talvez devéssemos dizer
casos especiais) oferecem dois beneficios principais. Em primeiro lugar, pode lhe ajudar
a comecar o problema. Se vocé estd tendo dificuldades em imaginar como um dado sis-
tema se comporta, entdo vocé pode imaginar o que aconteceria, por exemplo, se um certo
comprimento fosse muito grande ou muito pequeno. Se vocé se convencer que 0 compri-
mento afeta o sistema em casos extremos (ou talvez vocé descubra que o comprimento
ndo afeta em nada), serd mais facil de entender como ele afeta o sistema no caso geral, o
que por sua vez o ajudard a escrever as equagdes relevantes (leis de conservacdo, equagdes
F' = ma, etc.), e finalmente o permitird resolver completamente o problema. Resumindo:
modificar os varios parametros e ver quais sao os efeitos sobre o sistema pode nos dar
uma grande quantidade de informacdo.

Em segundo lugar, assim como a andlise dimensional, verificar os casos limites (ou
casos especiais) € uma coisa que vocé deve fazer sempre que terminar um calculo. Mas as-
sim como verificar as unidades, isso ndo vai lhe assegurar que sua resposta esteja correta,
mas pode lhe dizer que ela estd definitivamente incorreta. E geralmente verdade que sua
intuicao sobre casos limites é muito melhor do que sua intui¢ao sobre valores genéricos
dos parametros. Vocé deve usar esse fato a seu favor.

Vamos fazer alguns exemplos relacionados ao segundo beneficio. As expressoes ini-
ciais dadas em cada exemplo sdo resolucdes de problemas que vocé devera saber resolver
no final do curso. Por hora, apenas as aceite. Uma ferramenta que frequentemente apa-
rece ao checar casos limites € a série de Taylor que acabamos de relembrar. Vocé deve

dominar o uso desta técnica o mais rapido possivel.

Exemplo 1 - Bola em queda

Uma bola € largada do repouso de uma altura h. Suponha que a forca de resisténcia

do ar seja da forma F,.; = —mawv. Veremos mais tarde que a velocidade e posi¢ao da
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bola sdo dadas por

9 —at 9 1 —at

v(t):—a(l—e ), e y(t):h—a<t—a(1—e )). 1.11)
Estas expressoes sdo um pouco complicadas, e vocé ndo tem como saber se elas estdo
corretas. Eu posso ter cometido algum erro ao escrevé-las. Ou pior, eu posso ter errado
na resolucdo do problema. Entdo vamos olhar alguns casos limites. Se estes casos leva-
rem a resultados esperados, entdo podemos ficar um pouco mais confiantes de que estas
respostas estejam realmente corretas.
Se ¢ € muito pequeno (mais precisamente, se at < 1; veja a discussao depois deste exem-
plo), entdo podemos expandir a exponencial utilizando a série de Taylor adaptada da Eq.

1.7, 7% =~ 1 — x + 2% /2, para fazer aproximagdes até a ordem dominante em «t. Entdo,

v(t) na Eq. I.11 se torna

o(t) = —% (1—(1—04154-@_...))

—gt, (L12)

Q

mais termos de ordem superior em «t . Esta resposta € a esperada, porque a forca de
resisténcia do ar € desprezivel no inicio da queda, e por isso temos uma bola caindo em

queda livre, com aceleracdo g. Para pequenos valores de ¢, a Eq. .11 também da

y(t) = h—g{t—é(l—(1—at+(a2t)2—---)>}

t2
h-2
2

(1.13)

mais termos de ordem superior em «t. Novamente, este resultado é esperado, porque
no inicio da queda temos essencialmente uma bola em queda livre, entdo a distincia
percorrida é gt* /2, resultado ja bastante conhecido.

Podemos também olhar para grandes valores de ¢ (ou melhor, at grande). Neste caso,
e~ é essencialmente zero, entdo v(t) na Eq. I.11 se torna (ndo héd necessidade de utilizar
a série de Taylor neste caso)

v(t) = —=. (I.14)

Esta € a “velocidade terminal”. Este valor faz sentido, porque é a velocidade na qual a

forca total, —mg — maw, se anula. Para grandes valores de ¢, a Eq. .11 também resulta
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cm

gt g
H~h—2 + L. .15
y(t) ~t 3 (1.15)

Aparentemente, para grandes valores de ¢, g/a? é a distancia (e isso tem mesmo unidades
de comprimento, porque o tem unidades de 7}, j4 que mawv tem unidades de forca) que
nossa bola atrasa comparada a uma bola que comeca a cair com a velocidade terminal,

—g/a (lembre-se que a resultante das forcas neste caso é nula, e a velocidade é constante).

Sempre que vocé obtiver resultados aproximados como acabamos de fazer, vocé ga-
nha alguma coisa e perde alguma coisa. Perde parte da verdade, claro, porque sua nova
resposta ndo € tecnicamente correta. Mas ganha alguma beleza. Sua nova resposta € in-
variavelmente mais limpa (algumas vezes envolvendo apenas um termo), e faz com que
fique mais fécil de ver o que estd acontecendo.

No exemplo acima, ndo faz sentido ver o limite onde ¢ é pequeno ou grande, porque ¢
tem dimensdes. Um ano é um tempo grande ou pequeno? E um centésimo de segundo?
Nao ha como responder isso sem conhecer o problema com o qual se estd lidando. Um ano
€ um tempo curto na escala da evolucao galdtica, mas um centésimo de segundo é longo
na escala de processos nucleares. S6 faz sentido olhar o limite de pequenas (ou grandes)
quantidades adimensionais. No exemplo acima, esta quantidade adimensional é at. A
constante « tem unidades de 7!, entdo 1/« estipula uma escala de tempo tipica para o
sistema. Desta forma, faz sentido olhar para o limite onde ¢t < 1/« (isto é, at < 1), ou
onde t > 1/a (isto é, at > 1). No limite de uma grandeza adimensional muito pequena,
uma série de Taylor pode ser utilizada para expandir um resultado em poténcias desta
quantidade pequena, como fizemos acima. As vezes somos preguicosos e dizemos coisa
do tipo “No limite de pequenos valores de ¢”. Mas vocé deve saber que o que realmente
queremos dizer € “No limite de alguma grandeza adimensional que tem ¢ no numerador”,
ou “No limite onde ¢ € muito menor do que uma certa quantidade que tem dimensao de
tempo”. Como foi dito anteriormente, verificar casos especiais pode lhe dizer se (1) sua
resposta € consistente com sua intui¢c@o, ou (2) ela estd errada. Mas nunca lhe diz que sua
resposta estd definitivamente correta. Isso também acontece com o método cientifico. No

mundo real, tudo se resume ao experimento. Se vocé tem uma teoria que acha que esta
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correta, voc€ precisa verificar que suas previsdes sdo consistentes com os experimentos.
Os experimentos especificos que vocé realiza sdo andlogos aos casos especiais que vocé
verifica apds resolver um problema; estas duas coisas representam o que vocé sabe que é
verdade. Se os resultados dos experimentos sdo inconsistentes com sua teoria, entdo vocé
precisa voltar e conserta-la, assim como vocé€ precisaria voltar e consertar sua resposta.
Se, por outro lado, seus resultados sdo consistentes, entao, apesar disso ser uma coisa boa,
a unica coisa que isso realmente lhe diz € que sua teoria pode estar correta. E se olharmos
como as coisas aconteceram até agora, as chances sdo de que a teoria provavelmente nio
esteja correta de verdade, mas que deve ser um caso limite de uma outra teoria ainda mais
correta (assim como a fisica Newtoniana € um caso limite da fisica relativistica, que é
um caso limite da teoria quantica de campos, etc.). E assim que a fisica funciona. Para
realmente provar uma afirmacio seria necessario um ndimero infinito de experiéncias,
cobrindo todos os casos possiveis. Como isto € impossivel, temos que nos contentar em
aceitar as afirmacdes que (ainda) ndo pudemos provar serem falsas.

Uma pergunta que vocé deve estar se fazendo é: quando estamos fazendo uma apro-
ximag¢ao, como sabermos quantos termos na expansdo devemos manter? No exemplo

® ~ 1 —x + /2. Mas por que paramos no termo x?? A resposta

anterior, utilizamos e~
mais honesta (e levemente brincalhona) é “porque eu ja tinha feito este problema antes
de escrevé-lo, entdo eu sabia quantos termos manter”’. Mas a resposta mais informativa
(apesar de nao ser de grande ajuda) € que antes de fazer os seus cédlculos, ndo hd como
saber quantos termos manter. Entdo vocé deve ficar com alguns e ver o que acontece. Se
todos os termos cancelarem, entdo quer dizer que vocé deve refazer as contas com mais
um termo na série. Por exemplo, na Eq. 1.13, se tivéssemos parado a série de Taylor em
e % &~ 1—ux, terfamos obtido y(t) = h—0, o que ndo é muito util, jd que o objetivo é obter
o comportamento dominante da dependencia no parametro que estamos olhando (que € o
tempo ¢ neste caso). Para isso, teriamos que voltar atras e incluir o termo /2 na expan-
sdo. Se estivéssemos resolvendo um problema no qual ainda assim nenhuma dependéncia
em t (ou qualquer que seja a varidvel) aparecesse, entdo teriamos que voltar e incluir o

termo —z3/6 na expansdo. Claro que vocé pode desde o inicio manter termos até, por

exemplo, quinta ordem por garantia. Mas isso nao € uma estratégia boa, porque provavel-
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mente nunca ird precisar ir tdo longe em uma expansdo. Entdo comece com apenas um
ou dois termos e veja em que eles resultam. Note que na Eq. 1.12 nds ndo precisamos do

T~ 1—x.

termo de segunda ordem, e poderiamos ter obtido este resultado apenas com e~
Mas ter o termo extra aqui ndo nos causou muitos problemas.

Depois de fazer uma aproximacao, como sabermos se ela € “boa”? Assim como nao
faz sentido perguntar se uma grandeza com dimensdo é grande ou pequena sem comparar
com outra de mesma dimensao, ndo faz sentido perguntar se uma aproximacao € “boa” ou
“ruim” sem dizer a precisdo que vocé quer. No exemplo acima, se vocé estd olhando para
um valor de ¢ para o qual ot ~ 1/100, entéo o termo que ignoramos na Eq. I.12 é menor
que gt por um fator at/2 ~ 1/200. Entdo o erro é da ordem de 1%. Se essa precisdo é
boa o suficiente para o seu propdsito, entdo isso € uma boa aproximagdo. Sendo, ¢ uma
aproximacdo ruim, e vocé deve adicionar mais termos na expansao, até obter a precisdo
desejada.

Os resultados de verificar limites geralmente caem em duas categorias. Na maioria
das vezes vocé sabe como deve ser o resultado, entdo isso fornece uma verificacao de sua

resposta. Mas as vezes um limite interessante aparece que voc€ nao esperava. Este é o

caso dos proximos exemplos.

Exemplo 2 - Duas massas em 1D

Uma massa m com velocidade v se aproxima de uma
m Memr veja Fig. 1.3). Asm lidem
° ® assa M em repouso (veja Fig. 1.3). As massas colide
) elasticamente. Suponha que todo movimento seja unidi-
Figura [.3: Massas em 1D.
mensional. Vocé ja deve ter obtido o resultado seguinte
para as velocidades das particulas apds a colisdo:

(m— M)v 2mu
= —2 = . I.16
! m+ M © M m+ M (1.16)

Ha trés casos especiais que devemos olhar:

e Sem = M, entdo a Eq. 1.16 nos diz que a massa m para, e M ganha uma velocidade

v. Isso € aceitdvel (ainda mais para quem ja jogou sinuca). E se torna ainda mais
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claro quando vocé percebe que essas velocidades finais satisfazem a conservacao

de energia e momento com as condi¢des iniciais dadas.

e Se M > m, entdo m bate e volta com velocidade ~ v, e M praticamente nao se

movimenta. Isso faz sentido, porque M ¢é basicamente uma parede.

e Se m > M, entdo m continua se movendo com velocidade ~ v, e M ganha uma
velocidade ~ 2v. Esta velocidade 2v é um resultado inesperado e interessante (é
mais facil de ver o que acontece considerando o referencial da massa mais pesada
m), e isso leva a alguns efeitos interessantes, como veremos mais para frente no

Curso.

Exemplo 3 - Péndulo circular

Uma massa é pendurada em um barbante de massa
desprezivel e de tamanho [. Ela é colocada pra girar
em um movimento circular horizontal, com a corda fa-
zendo um angulo constante # com a vertical (veja Fig.

[.4. Pode-se provar que a frequéncia angular deste mo-

g
=4/ —. 1.17
v \/ lcosf (L17)

Em relac@o a #, ha dois casos limites que devemos verificarFigura 1.4: Péndulo circular.

vimento, w, €

e Se 6 — 90°, entdo w — oo. Isso faz sentido: a massa tem que girar muito rapido

para nao cair.

e Se § — 0° entdo w — +/g/l, que é a mesma frequéncia do péndulo simples de
comprimento [ (para pequenas oscilacdes). Este resultado € muito interessante € ndo
tao 6bvio. (Mas voce pode se convencer disso olhando uma proje¢ao do movimento

em uma linha horizontal qualquer.)
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Nos exemplos acima, nds verificamos os casos limites e casos especiais de respostas que
estavam corretas (eu espero!). Todo esse processo € mais util (e um pouco mais diver-
tido) quando vocé verifica os limites de respostas que estio incorretas. Neste caso, vocé
consegue ver que sua resposta estd errada com certeza. Mas ao invés de levar vocé ao
desespero, voceé deve ficar feliz com isso, considerando que a alternativa € continuar com
a resposta errada sem saber. Uma vez tendo descoberto que sua resposta estd errada, vocé
pode voltar e procurar onde cometeu o erro (talvez verificando os limites em vérios esta-
gios para ir eliminando onde o erro pode estar). Verificar os casos limites € uma estratégia

que pode lhe poupar muitos problemas no futuro.



Capitulo 11

Usando F' = ma

O objetivo principal da mecanica cldssica € determinar o que acontece com um deter-
minado conjunto de objetos em uma dada situacdo fisica. Para resolver estes problemas,
precisamos saber o que faz os objetos se moverem da maneira como o fazem. H4 duas
maneiras de alcangar este objetivo. A primeira, com a qual vocé ja deve estar familiari-
zado, envolve as leis de Newton. Vamos estudar este assunto a partir de agora. A segunda
maneira, mais avangada, € o método Lagrangeano. Este assunto serd abordado mais a
frente no curso. Cada um desses métodos € suficiente para resolver qualquer problema,
e os dois nos ddo as mesmas informagdes no final. Mas eles sdo baseados em princi-
pios completamente diferentes, como veremos depois. Comegaremos entdo pelas leis de

Newton.

II.1 Leis de Newton

Em 1687, Newton publicou suas trés leis em seu Principia Mathematica. Essas leis
podem ser hoje consideradas como bastante intuitivas, apesar de ser questiondvel utilizar
o adjetivo “intuitivas” para um conjunto de afirma¢des que ndo tinham sido escritas até

cerca de 300 anos atréds. Essas leis podem ser ditas da seguinte forma:

e Primeira lei: Um corpo se move com velocidade constante (que pode ser zero) a

ndo ser que uma forca atue neste corpo.

17
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e Segunda lei: A taxa de variacio temporal do momento de um corpo € igual a forca

agindo neste corpo.

e Terceira lei: Para toda forca que age em um corpo, hd uma outra forca de mesmo

modulo e de sentido oposto atuando em outro corpo.

Vamos analisar cada uma delas separadamente:

Primeira Lei

Esta lei define o que € for¢ca nula. Além disso, ela da a definicdo de referencial inercial,
que ¢ definido simplesmente como um referencial em que a primeira lei é valida; como
€ usado o termo “velocidade”, € preciso dizer em qual referencial estamos medindo esta
velocidade. A primeira lei ndo vale em qualquer referencial. Por exemplo, ela falha em
uma plataforma giratéria.! Intuitivamente, um referencial inercial € um que se move com
velocidade constante. Mas esta defini¢do € ambigua, porque precisamos dizer em relacdo
a que o referencial tem velocidade constante. De qualquer forma, um referencial inercial
¢ definido como um tipo especial de referencial no qual a primeira lei € vélida.

Assim, temos duas defini¢des, de “forca” e “referencial inercial”, conectadas. Nao ha
muito contetido fisico nisso. Mas o importante é que a lei € valida para todas as particu-
las. Portanto, se temos um referencial em que uma particula livre se move com velocidade
constante, entdo fodas se movem com velocidade constante. Isso é uma afirmacido com
conteido. Nao podemos ter um grupo de particulas livres se movendo com velocidade

constante enquanto outro grupo faz um movimento mais complicado.

Segunda Lei
O momento (ndo relativistico, que € o que estudaremos neste curso) é definido como mv.

Se m é constante,” entdo a segunda lei diz que

F = ma, (L1)

'E possivel fazer algumas modificacdes de forma que as leis de Newton continuem vilidas neste re-
ferencial. Para isso, precisamos introduzir as chamadas forgas “ficticias”. Isto serd assunto do capitulo

9.
2Veremos mais a frente alguns casos em que isso ndo acontece, como em foguetes.
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onde a = dv/dt. Esta lei vale apenas em referenciais inerciais, definidos pela primeira
lei.

Voce pode pensar que a segunda lei apenas dd uma definicao para forca, mas hd mais
nela do que isso. Esta lei implica em que essa “forca” seja alguma coisa que possua
uma existéncia que pode ser independente da particula de massa “m’ que aparece na lei
e sobre a qual ela atua (falaremos mais sobre isso quando discutirmos a terceira lei). A
forca feita por uma mola, por exemplo, ndo depende da particula em que ela age. A forca
gravitacional GMm /r? depende parcialmente da particula e parcialmente de outra coisa
(outra massa).

Se vocé quisesse criar defini¢des, poderia definir uma nova quantidade, G = m?a,
por exemplo. Isso é perfeitamente valido se fazer; vocé ndao pode errar fazendo uma
definicdo (a ndo ser, € claro, que ja tenha definido esta quantidade como outra coisa).
Entretanto, essa defini¢do € completamente inutil. Vocé pode defini-la para cada particula
do universo, e para cada aceleracdo, mas o problema € que os objetos assim definidos ndo
terdo nenhuma relacdo entre si. Simplesmente ndo ha nenhuma quantidade (descoberta)
no mundo que produza uma aceleracdo 4 vezes menor agindo em uma massa 2m do
que quando age sobe uma massa m. A quantidade G ndo tem nada a ver com nada,
a ndo ser com a prépria particula na qual vocé a definiu, e é impossivel construir uma
situacdo experimental na qual facamos outra particula “sofrer” a acdo desta quantidade.
A principal coisa que a segunda lei diz é que existe uma quantidade F' que d4 o mesmo
ma quando agindo em particulas distintas. A afirmacdo da existéncia de tal coisa € muito
mais que uma defini¢do.

Nesta mesma linha de pensamento, note que a segunda lei diz que F = ma, e ndo, por
exemplo, F = mv,ou F = mdgx/ dt3. Além de serem inconsistentes com o mundo real,
estas expressdes sao inconsistentes com a primeira lei. F' = mv diria que uma velocidade
ndo nula necessitaria de uma forga, em contraste com a primeira lei. E F = md®x/dt?
diria que uma particula se moveria com aceleracdo constante (ao invés de velocidade
constante), a ndo ser que atue uma forca sobre ela, também em contraste com a primeira

lei.
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Assim como a primeira lei, € importante perceber que a segunda lei vale para todas as
particulas. Em outras palavras, se a mesma forca (por exemplo, a mesma mola esticada
da mesma quantidade) atua em duas particulas de massas m, e my, entdo a Eq. II.1 diz
que suas aceleragdes estao relacionadas por

& e (I1.2)
a2 my

Esta relacdo vale qualquer que seja a for¢a. Desta forma, uma vez que utilizamos uma
forca para encontrar a relacdo entre as massas de dois objetos, entdo saberemos qual serad
a relacdo entre suas aceleragdes quando submetidas a qualquer outra forca. Claro que
ainda ndo definimos o que é massa. Mas a Eq. 1.2 d4 um método experimental para
determinar uma massa de um objeto em termos de um padrdao de massa (digamos, 1kg).
Tudo que temos que fazer € comparar sua aceleracdo com aquela da massa padrao, quando
submetidas a mesma forca.

Note que F' = ma € uma equacio vetorial, que representa na verdade trés equagdes

em uma. Em coordenadas cartesianas, ela diz que F, = ma,, I, = ma,, ¢ I, = ma,.

Terceira Lei

Uma coisa que esta lei diz € que se temos duas particulas isoladas interagindo através de
uma forga, entdo suas aceleragdes t€ém sentidos opostos e sdo inversamente proporcionais
a suas massas. Equivalentemente, a terceira lei essencialmente postula que o momento
total de um sistema isolado é conservado (isto €, ndo varia no tempo). Para ver isso,

considere duas particulas que somente interagem entre si. Teremos entdo

dptotal _ dpl + dp2
dt dt dt
= F, +Fy, (I1.3)

onde F; e F sdo as forcas que agem em m; € mo, respectivamente. Isso demonstra que
a conservagdo de momento (isto é, dpy.q;/dt = 0) é equivalente a terceira lei de Newton,
F, = —F5. O mesmo raciocinio vale para mais de duas particulas, mas estudaremos o
caso geral no capitulo 3.

A terceira lei ndo € uma defini¢do, pois ela nem sempre € valida. Para forcas de

contato ela se aplica, mas ela falha para a for¢ca magnética, por exemplo. Neste caso, o
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campo eletromagnético carrega momento (e entdo € o momento total, da particula e do
campo, que é conservado). Mas ndo vamos tratar destes casos aqui. Trataremos apenas
de particulas. Portanto, a terceira lei sempre valera nas situacdes que abordaremos.

A terceira lei contém uma informa¢do muito importante: ela diz que nunca encon-
traremos uma particula acelerando a ndo ser que haja uma outra particula que também
esteja acelerando em outro lugar. A outra particula pode estar longe da primeira, como
no sistema Terra-Sol, mas sempre estd em algum lugar. Note que se nos fosse dada ape-
nas a segunda lei, seria perfeitamente possivel uma particula acelerar espontaneamente,
sem nada mais acontecer no universo, assim como uma particula com o dobro da massa,
colocada no mesmo lugar, poderia acelerar com o metade da aceleracdo da primeira, etc.
Isso tudo seria vidvel, no que diz respeito a segunda lei. Dirfamos que uma for¢a com um
certo valor age naquele ponto, e tudo seria consistente. Mas a terceira lei diz que nao é
assim que o nosso mundo funciona. De certa forma, uma for¢ca sem o seu par soa como
magica, enquanto uma forca e seu par de igual médulo e sentido oposto t€ém uma natureza

simétrica de “causa e efeito” que parece (e aparentemente €) mais fisico.

Entretanto, ndo devemos colocar significado exagerado nas leis de Newton pois, ape-
sar delas serem avancos intelectuais incriveis e de funcionarem muito bem para a fisica do
dia-a-dia, elas sdo leis de uma teoria que € apenas aproximada. A fisica newtoniana é um
caso limite de teorias mais corretas da relatividade e da mecanica quéntica, que por sua
vez sdo casos limites de teorias ainda mais corretas. A maneira com que as particulas (ou
ondas, ou cordas, ou o que quer que seja) interagem a nivel mais fundamental certamente
nao se parece em nada com o que chamamos de forca.

Certas questOes, envolvendo principalmente o conteido experimental destas leis, a
definicao precisa do conceito de forga e a aparente redundancia contida no fato de que
a primeira lei parece poder ser deduzida da segunda, s@o ainda objeto de debate, princi-
palmente no contexto da epistemologia. Uma outra forma destes enunciados, que tenta
esclarecé-las, serd apresentada no capitulo 1. Estas diferentes formas de enunciar as leis
de Newton ndo mudam, no entanto, o cardter da matematica envolvida na solu¢do de pro-

blemas de mecanica, e é sobre isso que nos debrucaremos no restante desta introducao.
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II.2 Diagramas de corpo livre

A lei que nos permite obter resultados quantitativos € a segunda. Dada uma forga,
podemos aplicar F = ma para encontrar a aceleragdo. E conhecendo a aceleragdo, pode-
mos determinar o comportamento de um dado objeto (isto é, sua posicao e velocidade),
considerando que conhecemos sua posi¢do e velocidade iniciais. Este processo pode dar
certo trabalho em alguns casos, mas hd dois tipos de situacdes bdsicas que geralmente

aparecem:

e Em muitos problemas, é dada uma situacdo fisica (por exemplo, um bloco em re-
pouso em cima de um plano, cordas conectando massas, etc.) e vocé deve encontrar
todas as forcas que agem em todos os objetos, utilizando F' = ma. As forgas ge-
ralmente apontam em vdrias direcdes, entdo € ficil esquecer de algumas delas. Isto
mostra que € util isolar os objetos e desenhar todas as forcas que agem em cada um

deles. Este € o assunto desta secao.

e Em outros problemas, € dada a forca explicitamente como fun¢ao do tempo, posi-
¢do, ou velocidade, e a tarefa se torna resolver matematicamente a equagdo F' =
ma = ma (vamos trabalhar apenas com uma dimensao por enquanto). Estas equa-
coes diferenciais podem ser dificeis (ou impossiveis) de se resolver exatamente.

Elas sdo assunto da proxima secao.

H4 muitos tipos de for¢as no universo, e a maioria daquelas com que precisaremos
lidar em problemas de mecénica sdo manifestacdes macroscopicas de fendmenos micros-
copicos mais complicados. Nao é, em geral, necessario levar em conta estes detalhes
microscopicos ao resolver um problema de mecanica. Ha quatro tipos de forca que apa-

recem com frequéncia nestes problemas:

e TENSAO: nome dado a for¢a que uma corda, uma vara, etc. exerce quando € pu-
xada. Muitos problemas envolvem cordas de massa desprezivel. Neste caso, a
tensdo deve ser a mesma em cada ponto da corda; caso contrdrio, haveria uma re-
sultante que produziria uma aceleragdo infinita (de acordo com F' = ma) neste

pedaco sem massa.
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e NORMAL: forca perpendicular (sindbnimo de normal) a uma superficie de contato,
que esta faz sobre um corpo apoiado sobre ela e que impede que este corpo penetre

a superficie.

e ATRITO: forca feita por uma superficie de contato sobre um objeto apoiado so-
bre ela quando este desliza, ou tenta deslizar; esta forca € paralela a superficie de
contato. Geralmente, a forca total que uma superficie faz em um objeto é uma

combinagdo da for¢a normal e da forca de atrito.

e GRAVIDADE: esta é a forca com que os objetos se atraem. A lei da gravitacdo
universal, formulada por Newton, diz que a forca entre duas particulas de massa m

e M é atrativa e de médulo F = GMm/R>.

Vamos considerar aqui o primeiro dos casos descritos acima, onde nos € apresentada
a situacgao fisica e devemos determinar todas as forcas envolvidas. O termo diagrama
de corpo livre € utilizado para denotar um diagrama com todas as forcas que atuam em
determinado objeto. Apds desenharmos este diagrama para cada objeto da configuracio,
basta escrevermos todas as equacdes F' = ma que eles implicam. O resultado serd um
sistema de equagdes lineares de varias forgas e aceleracdes desconhecidas, que podemos

entdo tentar resolver. Este processo € melhor entendido com um exemplo.

Exemplo 1 - Plano inclinado

Uma massa M é segura em um plano com angulo

de inclinacdo €, e uma massa M, € pendurada ao lado do

plano. As duas massas estdo conectadas por um fio de

massa desprezivel que passa por uma roldana também

de massa desprezivel (veja Fig. II.1). O coeficiente de i o
Figura II.1: Plano inclinado.

atrito cinético entre M e o plano é p. M € entdo solta a

partir do repouso. Supondo que M5 seja suficientemente grande para que M seja puxada

para cima no plano, qual é a aceleracdo das massas? Qual a tensdo na corda?
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Solucdo: A primeira coisa a se fazer é desenhar todas as forcas que atuam nas duas
massas. Elas sdo mostradas na Fig. I1.2. As forcas em M, sdo o peso e a tensdo. As
for¢cas em M, sdo: peso, atrito, tensdo, e a forca normal. Note que a forca de atrito aponta
para baixo do plano, porque estamos supondo que )/, se move para cima.

Tendo desenhado todas as forcas, podemos

agora escrever todas as equagdes F' = ma.

i
i Para a massa M, poderiamos separar as for-
i cas em suas componentes horizontal e vertical,
v mas ¢ muito mais simples utilizar as compo-
Mo g

Figura I1.2: Diagrama de corpo livre. ~ nentes paralela e perpendicular ao plano.® Es-
tas duas componentes de F' = ma, junto com a

equagdo F' = ma para a componente vertical em M5, nos ddo

T—f—Mgsen = Ma,
N — Mygcosf = 0, (I1.4)

MQ.g_T = M2a7

onde usamos o fato de as duas massas possuirem a mesma aceleracdo (e definimos o
sentido positivo de M, para baixo). Também usamos o fato da tensdo ser a mesma nas
duas pontas da corda, pois caso contrdrio haveria uma resultante agindo na corda que a
faria ter uma aceleragdo infinita, ja que sua massa € desprezivel.

Ha quatro incégnitas na Eq. 11.4 (sdo elas 7', a, N, e f), mas apenas trés equagoes.
Felizmente, temos uma quarta equacdo f = uN, porque estamos supondo que M; esta
se movendo, e entdo podemos utilizar a expressao para o atrito cinético. Utilizando esta
equacdo junto com a segunda equacdo do sistema acima, obtemos que f = uM;gcosé.

A primeira equacdo se torna entdo 7" — uMigcosf — Mygsenf = Mjia. Somando a

3Quando trabalhamos com planos inclinados, normalmente um desses dois casos é muito melhor do que
o outro. Em alguns casos nao € claro qual dos dois, mas se vocé estiver trabalhando com um deles e estiver

muito complicado, vocé sempre pode tentar o outro.
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terceira equacdo, ficamos apenas com a incognita a, € encontramos

Y g(My — My cos @ — My sen 6) . 7o MlMgg(l—l—,ucosQ—i-senﬁ).

M1+M2 M1+M2

(IL5)
Note que, para M acelerar para cima (isto é, a > 0), temos que ter My > M (pcos € +
sen ). Isto fica claro olhando para as componentes das for¢as que agem paralelamente
ao plano.
OBSERVACAO: Se supomos que ) € suficientemente grande de forma que ela desliza
para baixo no plano, entdo a forca de atrito apontaria para cima, € encontrariamos (verifi-
que!)

Y g(Mg—i-,uMlcosG—Mlsenﬁ)’ e T
My + M,

M Myg(1 — prcos 6 + sen 6)

I1.6
M, + M, L)

Para que M, tenha de fato uma aceleracdo para baixo (isto é, a < 0), temos que ter
M, < M;i(senf — pcosf). Portanto, os valores de M, para os quais o sistema ndo

acelera (isto é, o sistema fica parado, assumindo que ele comecgou do repouso) é
M (senf — pcosf) < My < Mj(sen + pcosf). (I1.7)

Se 11 € muito pequeno, entdo M, deve ser praticamente igual a M, sen 6 para que o sistema
permanega estatico. A Eq. II.7 também implica que se tanf < p, entdo M; ndo vai

deslizar, mesmo se My = 0.

Em problemas como o que acabamos de resolver, fica claro quais sdo os objetos que
vocé precisa desenhar as for¢as. Mas em outros problemas, onde ha varios subsistemas
diferentes que vocé pode escolher, vocé deve tomar cuidado ao incluir todas as forcas
relevantes em um dado subsistema. Quais subsistemas vocé vai escolher depende em

quais grandezas voce estd tentando encontrar. Veja o exemplo seguinte.
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Exemplo 2 - Plataforma

Uma pessoa estd sobre um sistema de plataforma e roldana como mostra a Fig. I1.3.
As massas da plataforma, da pessoa e da roldana* sdo M, m e yu, respectivamente. A corda
tem massa desprezivel. A pessoa puxa a corda para cima de forma que ela tem uma ace-
leracdo a para cima. (Suponha que a plataforma fique sempre nivelada na horizontal, por
exemplo, presa a trilhos sem atrito em suas pontas.) Encontre a tensdo na corda, a forca
normal entre a pessoa e a plataforma, e a tensio na haste que conecta a roldana na plata-
forma.
Solucao: Para encontrar a tensdo na corda, simples-

mente escolhemos nosso subsistema sendo todo o

conjunto (exceto o teto). Se imaginarmos todo o

conjunto dentro de uma caixa preta (para enfatizar

o fato de que nao estamos interessados nas forcas " Ta.
internas do conjunto), entdo as forgcas que ‘“‘emer- “

gem’” da caixa sdo os trés pesos (M g, mg e ug) para I —

baixo, e a tensdo 71’ para cima. Aplicando ' = ma M

para o sistema completo, obtemos Figura I1.3: Plataforma e roldana.

T—(M4m+pg=M+m+pae = T=M+m+p)(g+a). (IL8)

Para encontrar a forca normal N entre a pessoa e a plataforma, e também a tensdo f na
haste que conecta a roldana a plataforma, nao é suficiente considerar o sistema como um
todo. Isso acontece porque essas forcas sdo internas ao sistema, entdo elas ndo apare-
cem nas equacdes F' = ma (que envolvem apenas as for¢as externas a um determinado

sistema). Precisamos considerar subsistemas:

e Vamos aplicar /' = ma para a pessoa. As forcas agindo nela sdo: peso, forca
normal da plataforma, e a tensdo da corda (puxando sua mao para baixo). Temos
entao:

N —T —mg = ma. (I1.9)

4Suponha que a massa da roldana esti concentrada em seu centro, de forma que nio precisamos nos

preocupar com a dindmica da rotacdo (que veremos mais a frente no curso).
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e Agora vamos aplicar F' = ma para a plataforma. As forcas agindo nela sdo: peso,

for¢a normal da pessoa, e a tensdo da haste para cima. Sendo assim, temos:

f—N—Mg= Ma. (11.10)

e Por fim, vamos aplicar F' = ma para a roldada. As forcas que agem na roldana
sdo: peso, tensdo da haste para baixo, e duas vezes a tensao da corda (porque ela é

puxada pelos dois lados). Entdo temos
2T — f — pg = pa. (IL.11)

Note que se somarmos as trés equacdes anteriores, obtemos a equacdo F' = ma da Eq.
II.8, como deveria ser, ja que o sistema como um todo é a soma dos trés subsistemas
acima. As Egs. I1.9-I1.11 sdo trés equacdes com trés incognitas: 7', N, e f. A soma das
trés resulta em 7' da Eq. I1.8, e as Egs. 11.9 e II.11 dao, respectivamente, como vocé pode

mostrar,
N=(M+2m+u)g+a), e [f=02M+2m+ u)(g+a). (I1.12)

OBSERVACOES: Vocé também poderia obter estes resultados considerando subsistemas
diferentes do que escolhemos acima. Por exemplo, vocé pode escolher o subsistema
roldana-plataforma, etc. Mas ndo importa como vocé divide o sistema, voc€ precisard
produzir trés equagdes F' = ma independentes para poder resolver para as trés incognitas
T,N,e f.

Em problemas como esse, € facil de es-
quecer de incluir certas forcas, como a se-
gunda tensdo 7' na Eq. II.11. A maneira
mais facil de resolver o problema é sempre iso-
lar cada subsistema, desenhar uma caixa em
volta dele, e entdo desenhar todas as forcas
que “emergem” da caixa. Em outras pala-

vras, desenhe o diagrama de corpo livre. A

Fig. I1.4 mostra o diagrama de corpo livre para  Figura I1.4: Diagrama de corpo livre.
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o subsistema composto apenas pela roldana.

Outra classe de problemas, parecidos com o exemplo acima, sdo as chamadas mdqui-
nas de Atwood. Uma méquina de Atwood é o nome dado para qualquer sistema composto
por uma combinacao de massas, cordas e roldanas. Em geral, as roldanas e cordas podem
ter massas, mas neste capitulo vamos apenas trabalhar com as que t€ém massas despre-
ziveis. Como veremos no proximo exemplo, hd dois passos basicos para resolver um
problema desses: (1) escrever todas as equacdes F' = ma, e (2) relacionar as aceleragdes

das varias massas sabendo que o comprimento da(s) corda(s) ndo varia (inextensivel).

Exemplo 3 - Maquina de Atwood

Considere o sistema de roldanas da Fig.

II.5, com massas m; € my. As cordas e rolda-
nas t€ém massas despreziveis. Quais sdo as ace-
leragdes das massas? Qual a tens@o na corda?

Solucdo: A primeira coisa a se fazer é notar m

que a tensdo 7' é a mesma por toda a corda de
massa desprezivel, de outra forma haveria uma

. m
resultante na corda que a faria ter uma acelera- 2

¢do infinita. Deste modo, vemos que a tensdo Figura I1.5: Méquina de Atwood.
na pequena corda que liga a roldana a my é 27'. Isto acontece porque a resultante na
roldana da direita tem que ser nula, pois ela produziria uma aceleragao infinita na roldana

de massa desprezivel. As equagdes F' = ma para as duas massas sdo (considerando o

sentido para cima como positivo)

T'—mig = may,

2T —mog = moas. (I1.13)
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Temos agora duas equagdes e trés incogni-
tas: aj, as, € T. Entdo precisamos de mais
uma equacdo. Esta vem do fato da corda ser

inextensivel, e relaciona a; com as. Se mo € a

1y
roldana da direita se movessem para cima uma

distancia d, entao haveria um comprimento de 2d

corda de tamanho 2d que teria “desaparecido”

1
n
]
n
L}
[}
L]
n
n
e,

das duas partes da corda que tocam na roldana Lo

da direita. Esta corda tem que ir para algum lu-  Figura IL6: Deslocamento das massas.
gar, e ela vai para a parte que esta ligada a m; (veja Fig. 11.6). Portanto, m, desce uma
distancia de 2d. Em outras palavras, y; = —2y», onde y; € y» sdo medidos com relacdo a
posicao inicial das massas. Derivando duas vezes esta equacdo, obtemos a relacdo entre
aceleragdes a; e ay desejada:

a; = —2as. (I1.14)

Combinando esta equacdo com a Eq. II.13, podemos resolver e encontrar ay, as e 1. O

resultado é

2my — 4my 2mq — mao 3mimeg
— Gy =g——— =

({I.15)

“=9 dmy+my’ T dAmy +my

OBSERVACOES: H4a muitos limites e casos especiais que podemos verificar neste resul-
tado. Alguns deles sdo: (1) Se my = 2my, entdo a Eq. II.15 se torna a; = a; = 0, e
T = myg. Tudo em repouso. (2) Se mo > m,, entdo a Eq. II.15 se torna a; = 2g,
as = —g, e’ = 3myg. Neste caso, mo cai praticamente em queda livre, enquanto m, €
jogada para cima com aceleragcdo 2¢g. O valor de 7' é o necessério para fazer com que a
forca resultante em m4 seja igual a m;(2¢g), ja que T'— myg = 3mig — m1g = mq(2g).
Voce pode verificar o caso em que m; > mo.

Para o caso mais geral onde hd N massas ao invés de duas, a equacdo que aparece
devido a corda ser inextensivel relaciona todas as N aceleracdes em uma Unica equacao.
Ela é mais facil de se obter imaginando que movemos N — 1 massas, cada uma de uma

quantidade arbitrdria, e ver o que acontece com a ultima massa. Note que esses movimen-
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tos arbitrarios ndo correspondem ao movimento real das massas. Isto ndo € problema; a
equagao que surge devido ao tamanho da corda ser fixo ndo tem nada a ver com as NV
equagdes F' = ma. A combinagdo das NV + 1 equagdes é necessdria para confinar todos

0s movimentos em um Unico conjunto.

II.3 Resolvendo equacoes diferenciais

Vamos considerar agora os problemas nos quais sdo dadas as for¢as em funcio do
tempo, da posi¢do, ou da velocidade, e nossa tarefa é resolver a equacao diferencial
F = ma = md para encontrar a posi¢do em func¢@o do tempo, x(t). Nesta se¢do, va-
mos desenvolver algumas técnicas para resolver equagdes diferenciais. A habilidade em
aplicar estas técnicas aumenta dramaticamente o nimero de sistemas que conseguimos
compreender.

Também pode acontecer da forca ser uma funcdo de derivadas de ordem maior em
x, além das grandezas ¢, x, e v = x. Mas estes casos nao sao comuns, € ndo vamos
nos preocupar com eles. A equacdo diferencial F' = ma que queremos resolver é entio

(vamos trabalhar apenas com uma dimensao por enquanto)
mi = F(t,x,v). (11.16)

Nem sempre esta equagdo pode ser resolvida exatamente para z(¢). Mas para a maioria
dos problemas que vamos tratar aqui, ela pode ser resolvida. Os problemas que vamos
encontrar vao sempre cair em um de trés casos especiais: F' € fungdo apenas de ¢, ou
apenas de x, ou apenas de v. Em todos os trés casos, precisaremos usar as condicoes
iniciais dadas, xo = x(to) e vo = v(ty), para obter os resultados finais. Estas condi¢des

iniciais vdo aparecer nos limites de integra¢io na discussdo seguinte.’

SNio é coincidéncia que precisemos de duas condicdes iniciais para especificar completamente a so-
lucdo para nossa equacdo diferencial de segunda-ordem (que quer dizer que a maior derivada em x que
aparece na equacdo é a segunda). Um resultado geral (que vamos usar aqui sem demonstracio) é que a
solucdo para uma equagdo diferencial de ordem n possui n pardmetros livres, que sdo determinados pelas

condigdes iniciais.
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o [ é apenas fungdo de t: F = F(t).
Como a = d?z/dt?, precisamos apenas integrar I’ = ma duas vezes para obter
x(t). Vamos fazer isso de uma maneira sistemdtica, para nos acostumar com o

procedimento geral. Primeiro, escrevemos F' = ma como

dv

ms = F(t). 11.17)

Entdo, fazemos a separacdo de varidveis e integramos os dois lados da equagao para

v(t) t
m/ dv’ :/ F(tdt'. (I1.18)
V0 to

Colocamos as linhas nas varidveis de integragdo para ndo confundi-las com os limi-

obter

tes de integracdo. Lembre que as varidveis de integracdo sdo sempre mudas e seu
simbolo pode ser qualquer um. A integral de dv’ é apenas v/, e a Eq. I1.18 nos dd v

em fungdo de ¢, isto é, v(t). Podemos entdo separar as variaveis em dx/dt = v(t) e

z(t) t
/ dr' = / v(thdt'. (I.19)
X0 to

Esta equac@o nos da x como funcdo de t, isto é, z(¢). Este procedimento pode

integrar para obter

parecer uma maneira incomoda e longa demais para simplesmente integrar alguma
coisa duas vezes. E isso € verdade, neste caso bem simples. Mas a técnica se mostra

mais util no caso seguinte.

e [ ¢éapenas fungdo de x: F = F(x).

Vamos usar
dv dv dz dv
_ Y I1.20
R T e TR (11.20)
para escrever F' = ma como
dv
— = F(x). .21
mu—- (x) ( )

Agora separamos as varidveis e integramos ambos os lados da equacdo para obter

v(z) x
m/ v'dv':/ F(z")dz'. (11.22)
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A integral de v’ é v™/2, entdo o lado esquerdo da equagdo envolve v(x) ao qua-
drado. Tomando a raiz quadrada resultard em v como fungéo de z, isto é, v(x).

Separando varidveis em dz/dt = v(x) resulta em

z(t) / t
/ C(Z‘”,) - / dt' (11.23)
xo v\x to

Supondo que conseguimos resolver a integral do lado esquerdo da equacdo acima,

ela nos da ¢t como fungao de . Podemos entao (em principio) inverter esse resultado
para obter = em fungdo de ¢, isto é, z(¢). O grande problema neste caso é que a
integral da Eq. I1.23 nem sempre pode ser resolvida. E mesmo se puder, pode ndo

ser possivel inverter ¢(x) para obter x(t).

e [ é apenas funcdo de v: F' = F(v).

Neste caso, basta escrever a equacdo ' = ma como

m—r = F(v), (I1.24)

fazer a separacdo de varidveis e integrar ambos os lados para obter

u(t) dv' /t
m 2 ar (I1.25)
/110 F(U/) to

Supondo que esta integral possa ser feita, ela resulta em ¢ como funcdo de v, e
portanto (em principio), v como funcédo de ¢, isto é, v(t). Podemos entdo integrar

dx/dt = v(t) para obter x(t) da equagdo

z(t) t
/ dr' = / v(thdt'. (11.26)
xo to

Observagdo: Neste caso em que ' = F(v), se quisermos encontrar v como fungao

de x, v(x), entdo deveriamos usar a regra da cadeia para escrever a como v(dv/dz)

/v(x) o' dv
m
w )

Pode-se entdo obter z(t) da Eq. 11.23.

e integrar

= / dz’. (11.27)
xo

Ao invés de colocar as condicdes iniciais nos limites de integracao, poderiamos tam-
bém ter calculado as integrais indefinidas, lembrando de colocar as constantes de inte-
gracdo no resultado. Estas constantes seriam entdo determinadas utilizando as condigdes

iniciais.
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Vocé ndo deve decorar os procedimentos acima, porque ha variagdes, dependendo do
que é dado e do que vocé deseja resolver. Tudo que vocé precisa saber é que & pode
ser escrito como dv/dt ou vdv/dz. Uma destas formas ird resolver o problema (isto é,
deixard apenas duas das trés varidveis nas equacdes diferenciais). Depois disso, basta

separar varidveis e integrar quantas vezes forem necessarias.®

Exemplo 1 - Forca gravitacional

Uma particula de massa m estd sujeita a uma forca constante F' = —mg. A particula
¢ largada do repouso de uma altura h. Como esta for¢a constante entra em todos 0s casos

anteriores, podemos resolver este problema para encontrar y(¢) de duas maneiras:
a. Encontrar y(t) escrevendo a como dv/dt.
b. Encontrar y(t) escrevendo a como vdv /dy.

Solucao:

a. I = ma resulta em dv/dt = —g. Multiplicando por dt e integrando, obtemos v =
—gt+ A, onde A € a constante de integragdo.” A condigdo inicial de que a particula
sai do repouso nos diz que v(0) = 0, e portanto, A = 0. Assim, v = dy/dt = —gt.
Multiplicando ambos os lados por dt e integrando, obtemos y = —gt?/2 + B. A

condigio inicial y(0) = h nos dd B = h. Portanto,

1
y(t) =h — 5gt? (I1.28)

®Queremos que apenas duas varidveis aparecam nas equacdes diferenciais porque o objetivo é separar
varidveis e integrar; e porque as equacdes s possuem dois lados. Se as equacdes fossem tridngulos, a

histéria seria outra.
7Vamos fazer este exemplo usando integrais indefinidas e colocando as constantes de integracio, que sio

determinadas pelas condicdes iniciais. Resolveremos o exemplo seguinte colocando as condi¢des iniciais

nos limites de integracéo.
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b. F' = ma resulta em vdv/dy = —g. Separando as varidveis e integrando, obtemos
v?/2 = —gy + C. A condigdo inicial de que a particula é largada de y = h

a partir do repouso nos diz que v(h) = 0, e portanto C' = gh. Desta forma,

= dy/dt = —m. Escolhemos a raiz negativa pois a particula esta
caindo (e portanto, possui velocidade negativa, ja que consideramos o sentido para

cima como positivo). Separando varidveis obtemos

\/hT = —\/2g / dt. (IL.29)

Esta integral resulta em 2v/h —y = +/2gt, onde utilizamos a condicdo inicial
y(0) = h. Portanto, y = h — gt?/2, como obtido no item (a). Nesta parte (b),

essencialmente derivamos a conservacdo de energia, como veremos no capitulo 4.

Exemplo 2 - Bola em queda

Uma bola é largada do repouso de uma altura h. Suponha que a forca de arrasto do
ar® seja da forma F,., = —(v. Encontre a velocidade e a altura em funcdo do tempo.

Solucio: Escolhendo o sentido para cima como positivo, a for¢a na bola é
F=—mg— pv. (I1.30)

Note que v € negativo aqui, porque a bola estd caindo, e a forca de arrasto aponta para

cima, como deveria. Escrevendo F' = mduv/dt e separando variaveis, obtemos

m/ov(t) mng"/W - —/Ot dt'. (IL31)

A integragdo resulta em In(1 + fv/(mg)) = —(t/m. Exponenciando ambos os lados,
ficamos com

u(t) = —% (1 - e—%> . (IL.32)

8 A forca de arrasto, ou de resisténcia, é aproximadamente proporcional a v para pequenas velocidades
(digamos que por volta de 10m/s). Para velocidades maiores (maiores que 100m/s), a forga de arrasto é

aproximadamente proporcional a v2. Estudaremos mais sobre forca de arrasto no capitulo 1.
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Escrevendo dy/dt = v(t), separando varidveis e integrando para obter y(t), obtemos

y(t) t !
/ dy = -9 (1 _ e—%) dt', (I1.33)
h B Jo
Portanto,
n=T (1= (1))
t)y=h——(t——=(1—e"m)|. (11.34)
y(t) 3 < 3
OBSERVACOES:

1. Ja vimos os casos limites de nossas respostas no capitulo anterior. Antes, ndo ti-
nhamos nos preocupado com a maneira de obter o resultado e apenas verificamos

se ele podia ou ndo estar correto.

2. Como vocé pode ver pela Eq. I1.32, a velocidade com que a bola cai depende de
sua massa m. Além disso, a grandeza (3 é aproximadamente proporcional a drea
da secdo reta A da bola. Portanto, v o< m/A. Duas bolas de mesmo tamanho,
uma feita de chumbo e outra de espuma, possuem a mesma area transversal A, mas

possuem massas diferentes. Portanto, elas caem de maneira diferente.



